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Актуальность темы. ИнтерР.с к дифферР.1щиа1;1,ш,1!.: ур1ш11f:11и:.1t.: с 
1юсЛРi\Рйет11нем с:ти!'.:улнруется проблемами !'.1атематнческо1·0 MOJleJ!HJIOllН.­
ния 11 ра:ыич11ых 06:1астях е<·теrт11оз11а11ия. Ос1юв11ыr. положr.ния тr.ории 
этих уравнений 111ложе111,1 в МОllОI'рафиях н.n. АзбР.Jiева, n.п. Мнкеимона 
и Л.Ф. Р1tхматуш1н1юй. Р. Беш1ма~1а и К.Л. Кука, D.Б. КОJ1ма11овскш·о и 
IЗ.Р. Носова. Н.Н. Красо11ско1·0, А.Д. Мш11кнс:а. Дж. ХРйЮt. Л.Э. Э:11,с1·0:11,­
ца и С.Б. Норк1111н" 13 тео1mн устойL1н1юс:т11 ;J.нфсjн~рr.111.1ия.J11,111,1х ура1111е11нй 
r: 1юе;,1е;1ей<"•·ш1ем 1н1еютr:я р<1:1J111ч111,1е 11ш1рн11;1е111·1ji. Cooт11e·1·c:·1·11y1011tR}I fiиfi­
Jtиo1·paф11}1нсс1,м;:~06111нр11н. ПРр1щй :vсу1·0,ц Ля11у1ю1н~. рi1:ш11ш1...·1сj.1 11 pafioпix 
Р. БеJ1.1 1ма11а, К.Л. Kyкt'I. А. X11J1a11a}I. Дж. Хейла, С.Н. Шима11011а. I3торой 
MP.T(),ll Ля11у1ю11ii 1юлучи:1 ра:111итиР. 11 рнfiотах Н.Н. Крас:овско1·0, 13.Б. Ко.11-
м;шовско1·0. 13.Р. Носова, К).С. Оси11овf\, Б.С. Ра:iумихи11а, Д.Я. Хус:аи110-
1~а, С.Н. Шим<111011а. Ус·1·ойч111юс·1·1, 110 0·1·1ю111е11ию к 11ос·1·0}1111ю ,цейст11ую­
IllИМ 1юзмy11lP.lll·J}IM и:1учRJ1ас1, 11 ряfiотах Н.IЗ. A:1fJf~J!P11a, Л.М. Бере:~а11ско1·0, 
А.И. До~ю11111ицк01·0. IЗ.13. Ма.•11,1п11юf1. П.\1. Си:v.01ю11а. 
TPOJHJ}I ст11fJиJ111:~ацни ,щнj1ферР11ц1н-1.J11,111,1х урав11е1111й с 11осJ1едействием 
И."1еР'I' ВRЖ!Юе llJJИKJlii)lllOP. :111нче11ие. ll рамках :пой ТРОJJИИ pa:!I!ИlliiJ111CJ, 
рнаJ1иLI111,1r. 11а11 рп11J1<~11 и j.i. Соот1н~тст11ующа}I би6J1 ио1·ра<j>И}I 1юс1,ма 06111 нр­
на. l30:1мож11ост1, стабиJI и:~ации ,ц1111ам 11 ческой систем 1,1 ·1·е<~но с11~па11я. с ее 
y11pR11JIHf'мocп,10. YcJI(>l!И}I у11ра1!J1}1f~мости <:нстРм /lИСjJ<jюре111lин..;11,11ых ура11-
1н~ний <· 1юcJ1r.щ~йrпs11<~rv: 1пучаJ1ас1, 11 работ;:~х А.Г. Га.бш1пя. 13.М. Марч,~11ко, 
Ф.:\'!. К111н1;1.ю1юй. С.Н. По1101юй. Е"1. То11ко1sа. ДJIH систем ;lнфcjюpe11ЦrI­
l\.Jl ''" ы х ypн.IJllP.1111 f1 с llOCJIP/li~f1CTllИP~1 pn:1;i 11ч!11,1е MP'l'O)ll>I C'l'i\.OИJI 11:\i\.l lИ и llJ1P)l-
Jlitl';1..11нc1, 11 раfiотн.х 13.М. Ма.рчРнко. Б.П. Л}IMll<\ С.13. Пit11J111кo11a, А.13. Ки­
ма, 13.Г. Пиме1ю11а. С.И. Сшнщу111кн11а. R.Г. Греnе11щико11а. А.Б. Лож1111ко­
т1., Н.Н. Ко1·а11п, О.Н. Кwоп . .J.H. Pяrk. 
Н.Н. Красовский 011рс,цсли;1 ,цостf\точ111,1с ус.;1011ин сущr.с:твования 011ти­
мал1>1юrо стабнлизиру1ощсrо у11равле11нн 1 . К).С. Осf111011 уста1ю11н.11 их связ1, 
<: 11110J111e у11равляемос·1ъю с11е1 lИR.!11,11ой ко11еч номерной систем 1,i2. 
Постановка :щ,цачн 011тималыюй r.табилн:if\ции 11 функцио11аJ11,1юм 11ро­
стря.11ст~н~ состоя11нй, 11рРдложе1111п}I Н.Н. Крпсовскнм3, 1ю:i1юJtИJlii ре-
1нат1, ЗН./l!\,ЧИ Oll'l'ИM<l.IIЫIOЙ стабнлн:JаllИИ )lJJj.i )lИффepP.IIIlИliJll>lll>IX уравне­
ний 11 част111>1х прои:щодных (М. Kl'O!lc1·, К. КнпiRсЬ, А. PR.zy), стохпстичс-
1 Крас:ош:кий Н. Н. Об и.11и..r!ити•1!"r.кn.-.1 ..:nвг.трущюиi\.fJИИ 011тимtLJ1ыю1u 1к~1·у:н1тnрА " tHf'iCt.t~ с зи­
Лl\.~J\hlКМИЯМ и нремени // Прикл. матем. и механ. 1962. Т. 26. С. 39 51. 
2 Осшю!i Ю.С. О сп1.6иJ1и·iацни _v1ipaк;1мr.мh1x <:ис:т~м с ·1а11а:4дhlнянн~м / / ДнффсрРНЦ. ураннr.ним. 
1965. Т. l. N'> 5. С. 605 618. 
3Кри.с.ОR(~КИА н. Н. Некоторh1е ~1н.а.и.•1и теории усrой•!ИНОСТИ дн•1женин. М.: Ф11"1мн.т1·н:t. 1959. 212 r.. 
3 
t:K11x ;~1нр<;>Рj)(•11нн11.':h111,:х ур11н11t'11нй ':Е.А. Ан,;1реева. I3.Б. Кошла1ю11r:кий. 
Т.Л. М<tй:н)11бс)р:) и днффr.рс:1щиR..111,111.1х ур<tв11r.1111й 11 бащ1.ховоrv; 11рострм1-
стве (К. Корi\у11ен.11у, R .. Datko, .J.S. Gil>son), а Til.KЖP. :1н.ла1 111 011·: 11мал1,-
1101·0 \'lljЖl!JJP.lllHI систr~мой <: IIOCJIP)(P.ЙC:TliИP.M 11а K()JIP.ЧlIOM отрР:!К() l!!Н'меш1 
(А.Т. Барабн11011. I3.Б. Ко;1м;шо11скнй. К. Ito. F. K1-tppel, G. Pl'Opst. R. Te!!;l&~. 
D. Sн!аrнопJ. 
Лн11ей110-к11а;\р~tт11 1 111ю1 :1<t;tачн 011тим~tJ1ыюй r~т<tб11ю1:1н.1tин ин:те:v:ы с 110-
СJ1r.ц,:f1r:твнr.м с1ю,цн·1·<·jоj к 11~-~хождс:1111ю j)()JIJ<)JfИjof и.;11·r.бранчr.ско1·() ура1н1<:-
1111~1 Рнккат11 1! фу11к1~11011НJ11,11ом 11роr"1'р11.нr.твr. r:оr.тою1ий. Теорет11 1 1ескне 
11 вычн<:литf';1ы11,1е тру;щ()е-~н 11р()бJ1е\<!Ы 1юстрое111н1 ре111ен11я а;11·ебранче­
скт·о урав1н•11нн Риккнп1 11 фу11кщю11RJ11,1юм пространстве С()СТ()Я!IИЙ 111,1-
тн.J1ис:1, 11pr.Щ(OJ!P'J'I,, JIP.j)P.XЩ(:;i к KOllP.ЧllOMP.pllЫM iillllpoкr.нмRl(ИjofM :~алачи 011-
ТЮА<t,11,1юй <тnбиJ1и:~11111111 (М.С. Delf()ш4 .• J.S. Gihsoп5 ·6 , R .. Dat.ko7). I3 ()С110-
1н) К()'J'OJJl·IX J!()ЖllТ :i/tM('llR .!.J,ll<\нj>r.pe1щ11н.JJ[,JJ()J'() .YPitl!!l()llИjof с ll!'Ol'jJitllИЧ<'ll-
11 !,1 м и 11фи 1111те·н1 МсЦ1,111.1м OllP\Ja'l'OJI0\1 itHф<\>нpP.ll l(Иft,11.111.1 ми ypitl!llPllИjof \1 и 
с ко11е 1 11ю~1ер111,1ми и1нjн111нте:1им;-u11,11ыми ()11ераторRми в <\>у11к1tи()1111Jr1,1юм 
lljJOC'l'jJHllC'l'IH' СОС'J'ОЯllИЙ. I3 llHC'l'OЯЩ<'i1 pFiбoтr. рассмя,трн1ШЮТС:;i KftllOllHLIC-
CKIOi И ,YCjJf'JtllHIOllЩjof <:Xf'Ml>I itllll)JOKCИMitl\ИИ. 
K<t1ю1111чef'Kajof схемR 1t11111юксимн.1\и~1 )\JIH систем с 1юсле;\ейст11иt~м и:!уч~-~­
,1'1с1, Дж. Хt)й;юм8 . С.Н. Ш11мн1101шм9 . Пр11;юже1111ю е<~ к :if\ДRЧ<) 011тимаJ11,-
11оi1 с·1·н(Jи;11пн.1(11 и систем с 11осJ1Р;tейс·1·1111ем 1юс~н111 tP.111,1 ря,(Jот1,1 Н.Н. Кра­
сов<·ко1·0. Е.~1!. Мнрку11i1111н.. !О.С. Осюювн. Построешн~ кн.1ю11ической н.11-
111юк1·11 мнщн1 )L.ll:;i <·.11<:тем 1,1 ~\н<!н\>Рре1щия.m,11 ых у1ж1111е1111 й с 1юс;1е,це1iсл111-
ем ·1·ре()унт 11axoж,1te1111jof корней Х<tрн.ктеристнческо1·0 урнв11е11иjоf. Пoc:1<щ­
J1jofjof :!Н.)(Н.ЧН. 11e)(OCTHTOЧllO и:1учн1111. и Ю!JIЯР.ТСЯ 11pei(MeT()M ИССЛР.)(ОВН.1/Иjоf в 
IН)р1юй ~·ля.в<'. I3 ,циссерт~-~ции дR<'TCjoi а~троксимацио1111ое 1ю11тсни1: 11ослед-
11ей 11робJ1ем ы, н<:11оm,:1ующее теорию характерис:тн•~еских т1ре;1елителей 
и 011pe,;teJ1ИTP.J1eй вo1мy11te1111jof. и:~:юже11нvто n мо11огря.фии И.Ц. Г()хбер1·а 
и м.r. Kpel111a!O. Пp<~:(JJQЖ(~lil>I MCTOДl>I нахождения нп11роксимирующих 
-10",lfnнг ),.1.С. тrн~ liпPиr qнн.rlrx.t.ic 11pt.iщн.I rш1t.rnl prohlPln for t1t>rRrlit.ary fliffPrPnf.iR.l sysrf!щ:o;: Tlн~ory 
н.rнl ri1111н·1kal "'1111.inri // SIAM .). Appl. ~!нt.ltNriнt.ir·• нmi Opt.iш. 1977. V. З. J'o) 2. !'. 1111-162. 
'Gil"ш' .J.S. Т!1е R.ic<·Rti l11r.e19·11I Eq111<rinns for Optirnlll Cn11t.rol I'r·ol>Jem• 011 Нill1Prt Spaces // SIAM 
.J. Crmtrol >1шl Opt.iш. 1979. \'. 17. 71'. 4. !'. 537 565. 
"Gi!1нш1 .J.S. Linm•r-q11нdr11t.ir. nptitnн] cn11t.1·nl nf lюrr.dir.яry diffr.rr.nriнl syst.r.ms: infinit.r. dirnr.nяiш1al 
Юrc11t.i P<11111tinri. Rllli tнltnP.riral 1<pprnxirt111t.iot1s // SIAM .J. Cn11trn1 мri Optiш. 1983. V. 21. Х•. !. !'. 95 
139. 
1 D1't.ko Н. А l.inPlir Cnntrol !'rnbleш in Al"t.rнct. Hiloort Spac.e i / .J. Differentilll Eqнatinn•. 1971. V. 9. 
Р. 346-ЗИ. 
"XeA:i Дж. Тtюрнн функцнnнмhнn-;1ифферен11ии.1hН1>1> уранненнА. М.: Мир, 1984. 
'Ш11м11нон С.Н. К тmр11и JIИH<:ЙHhlX днффr.р!'нцн11JthНhlХ уряннr.ннА с 1юroir.дelkтн11r.м // Д11фф<'­
рР1щ . .\'PRШIP\IHH. 1965. т. 1. ,у,]. С. Ш2 116. 
10 Гoxl'iP111· и.u" 1\реАн ~1.Г. Внеление н l'ffipИIO JIHНPllHhlX нei-.a..orDJIJЖ-ИHhiX. ()!Jе\ЖТО(ЮН н l'HJlh-
'"' " 
Xf'tIJhК'lAj)ilC'i'l,:'--l~Г~i::\ ypi1.Ji.l~!1:·1~ t: ;ro .. 1:_yчi:Jl11: a.CH\/!1rT()'J"f-!Ч!~Cf•:i·!f:. 01{,PJIK~: 11~· 
тс;ч11(1СП·I. Hi'. 11х 01·11свс pa:1pafirнa11r1: 11роцс:дур1.: 11111чис..1r~1111>1 l\()p11r:~r х;,,-
1жк·1·щнн:·1·н•r<~с:ко;·о .Y[Нtl!ll!-\llIOI, llOC:'J'\Юf'llШ! KHllOl!И'/IЧ:KИX i1.llfl]IOKCHMilltИf1 и 
11рrщР,:tуры Jlil.Xt)Ж,tPll 11>1 а1111rюкс:н шщн й 01пнмR":1111101·0 с·1·н.fiнJ1и·н1рую11tPt'() 
у11равJ:r11ня µ;1н еис·:·с~н1' дифф<~р('!ЩШIJ!i111111х ура.в11с11ий <; 1ю1;,щ:.1r1'1rт11иr~,. 
УсрР1tш1ю11tн.>i cXf.:Vifi а11:1р()ксю.ащин 11pf.!~J10жe11a Н.Н. Kpнr()!!!'Kl\M11 \' 
юуча.111\<:11 К).М. Ре11и11;,1,1.1, А.Б. Куржн.1н:ким, 10.Ф. Доm·им, Г.П. ДP.:v1и,1tf.ll­
кo, F. Kappr~l, .J.S. Gib~oп, .J.A. Пшнs. 1\1.С. Dr~lfoш. Прнлож<~11ию r.r~ к Ciaдa­
'fP. ОП'l'IННl~:ыюй етабнли:Jаl(lfИ CИC'l'f.M с :1a11a»)(l1IJ!il.llHf.M IIOCIOlll(f.11111 работ1.1 
Н.Н. KpfiC()BCKl)l'O, F. Kappf.!, .J.S. Gi\1,;oн, .!.А. rзнгн~. ~'!.С. Df.lf()Ш. rз работе 
.J.S. Gi\)"IO!l6 дока:ш1~а 1шв1JО.\<<~ршн1 сходимоrт11 н1111рокr:имнрующих у11рнв­
J1f.11ий к 011·1·иш1.J11.110~1у cт:-\.fi1·1J111:mpy1011tf~M\' у111ш11ло11и10 <:11сп~м1,1 !tИ<]нJн~­
pf.111tиaj1i111i11x ypa1Hlf.11Иii (' :1н.11п:щ1111!Нi111f'М. I3 )tИ<:С:!-\]>'J'fЩ11И )Jf.1111-\llН. ('JJOЖllН.>t 
:ш;tача. 11ахожд<:11н:.; ас:нм11топ1ки сход1нюп·н а11111юкс11мирующнх у111жш1<:-
1111й к Oll'l'ИMHJll1IJOM.Y ["l'H()ИJllПИpyю11tf.MY у11раш1r.1111ю CHC'J'P.Ml1I (; '!ftJIH'!)tbl-
llftllИP.M. А11аJю1·ич11ан :111.){11.ЧН pr.111<1J1ar:1, в работР. М. KгollP.1· и К. K11нis<:l112 
дш1 диффсрс~1щ11аJ11,11!.lх у1ш1111с•11ий 11 L1аст11111х 11p()Ji:J1юд111,1x 11арабо.1ичr~­
ско1л ти11н.. ПримР.11Р.1111f. ).1Р.То;н1к~1 :-пой рабО'lъ1 в :11щн.чr. 01пим11.11111юй ста­
бн;1и:1;щ1н1 CИC'f'f.Ml1I (: :1a11;.\:ЩJ.JJ!HIJHf.M O<:JJOЖШIP.'l'CH отсут<:Тl\Иf.М рав110мf.р-
11ой сх<щ11.мо<;·1·11 а1111рокснмирующнх :-111Оj/JОцио1111111х 0111~раторов щ1и маJ1ых 
11щюжи·1·f.J11,11ых :111ачf.11ий 11рР.мf.11и. Прf.о;tолш1иР- :-Jтой тру;щос:ти 110трР.бо­
в<1Jю суЩf~ствf.11110 и1~1Р.1111·1ъ Мf.ТО/tнку Jt<>кit:н1:1·f.Jll1CTГ1a работг.1 М. Kroller и 
К. Kнпisch и сию,110 усJюж11иJЮ обос1юва11иr. pюym;1·aтfl. 
Цель работы. Ра.»работка ко11структив111,1х МР.ТО/tов 011тимаJ11,11ой ета­
били1а1tии CИ<:Tf.Mhl /1,ифферf.111!ИНJJJ.11ЫХ yp!Шllf.llИЙ С ПОСЛР./1,Р.ЙСТl!Иf.М, ИС-
110J11>'1.УЮШИХ спсщиаJ11,11ыr. ко11rч1юмс:р11111r а1111роксимации диффr.ршщин..1111-
11111х .YJJflll!IPllИЙ 11 фy11к1tИOIJH.!!J,1JOM llJIOCTpl\llCTl\f. 1:остш111иn. 01tf.1JKa TO'lllO-
C:TИ 11р11б:1нЖРlll1Й JtJIH OllTHMaJll1llOI'() с·1·аб11JJИ:1ирующр,1·0 y11pн.11,1P.llHH CИC'l'P.­
Ml1I µ,ифc\юp<:JJЦИ<IJll>lll1IX .YJНiBllCllИЙ с :iaJIН.:Щl1lllllllИCM. 
Методы исследования. rз OCIIOBP. работ111 JIРЖат Mf.'J'OJtl1I т~ории oбык­
IJOllP.lillblX )tиффf.pP.llltИНJll1lll1IX ура111н~1111й, ;1иффepP.IЩИf!Jll11lblX ypaBllP.IНIЙ с 
:iа11а:щыпающим аргумс1rтом, диффсрr.1щиНJ11111111х уря.1111<~11ий 11 ба11ахо11ом 
11ростра11ст1н~; иr:1юл11:1уютси рюут,таты фу11к1\ио11аJ1111101·0 а11н..11 и:JR., тf.орнr1 
бсртоном 11рострн.1н111r. :v!.: Ннукil.. 19G5. 448 <:. 
11 КµАr:онекнй Н.Н. Ofi и.1111рокс1н.1я.аю1 n,~нnn ·~;t,.1нчн RHii.!11пи 1 1t-~rкn1·n ..:nнr.тµу1'1рnкн.н1нt ре1·у.11нтnрnн 
1t cнп'f'"tf' (" ,1шn.-1.:.tынаш1f'м ,: / Прик:1. ••1ATf'~t. 11 .V.f'XRll. 1964. Т. 28. С. 71G-724. 
12Kroller \>!" K11nisrl1 К. CaпvPrl(P1:r.e rates fnr tl1e fAPri11нrk operнfnrs 11risiп11 i11 tl1e li11eиr qшu!rнf.ir· 
гrg11lнt.or pmhkш go\•"rпeri l>.v p;u·aholir. eq11atioпs // SIAM .1. Nшш·гlсп] Aria]. 19!)1. У. 28. № :;. Г. 135()-
1385. 
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·-1;.;t"J'jJi-'\·:i\.1:1,11"1x :;,;,1нч il l'PtJfJJll' llOJly:·py111:. 
Научная новизна. 01·11011111>1<' ;1<'i.\'.-11>Ti1.'1ъ1 р11601ъ; ~в::юотс>i 1ю11:,1мР н 
COC'i\J~IT 1! 1'.'l<',\,YlOlll<'~: 
• ПрсдJ!ОЖ('111,1 щ"1·оды 11н.хож;ю1111я корней характrристнчrс;коr'о ур1ш-
11<>ш1>1 )\Ю! t:ИCTP.Ml>I /iilффrpfHli\Hi'\.Ji\)lll>iX ypaBllP.llИЙ с IIOCJ1P.,'\P.ЙCT!llit'M, 
ис11ш11>1ую11111f' ТР.орию харакп~рнr:т11ческ11х 0111н~/(Р.ЛИТР.JIР.Й н 011pP./tP.-
c111тr•m'i1 llO:J\IYIЦ<~llИ>i. 
• Пpe;L.11JЖf'l:1,1 ко1н:трук-:·и11111,1Р. нportf'.'t.YPЫ 1юстJюР.111н1 11рибJ1нжР.11ий 
д.1:11 011т11ш\.11ыю1·0 стаби.11и:трующр1·0 _y111>a11J1п1111>i с11с·:·rм1,: ,;.11·1<]нjюpc~11-
1111ri.11,111,1x ,YpH.Jlllf'1111Й t: j/l)(:Jll~.'lf'ЙiTl\\lf'M !\ C.IJV'fH(' KН.llOlllf'IP.(;KllX я.1111рок­
('ИМН.JtИi1. 
• Ннl1:1Р.111,1 нп1м11топ1к11 ~1.1я н1111рокс11v.ирующ11х э110.11rоц1ю11111,1х 011Р.-
1нпо1ю11 l lf'Y l l]ЖllJl>if'Y, 1.1 х 11 yl 1 pa11:L>if'\1 l,JX CllCTf>M ;1иффР.рt'111 ll1Н.JIJ,1J l,J х 
.v1ж1111с'11иl1 <: :ш11а:ц1,111н.1111r\1 в с::1у•11н~ усрrд11яющих н11111юкп1мнщ1й. 
• Ннй;tР.11н. н.сим1потикн ус:рt>)t11яющ11х а1111роксима1tий ,:tJt>i 011·1·11мн.Jr1,1ю-
1·0 стнfiи.:1и:111рующР.1·0 у11рн.11Jн•11и>i с1н:тем1,1 дифферР.1щиа;11,11ых ypн.11-
JJP.t111й С '!i\JIН:!)J,J,Jl\Я.llИf'M. 
• Ycp~JJ.Jl>iJOЩИf' и кн.11011ические а11111юксимации 11с1юльзо11а11ы для 11а­
хождt>11и>i 11рибл11же1!ИЙ тпима.1ь11ых стабилизирующих у11рн.нле11ий 
11 1!011.YJl>iltlIOllllOЙ M0ilf'Jl11 н MO/tP.JIИ фрР.ЗР.ро11а11ия. 
Теоретическая и практическая ценность работы. Теорt>тическая 
:111н.ч11мос:т1. рн:1рн.nотн.11111,1х мс~пщо11 ·н~кJ1ючается 11 том, что они мо1·ут fi1,:·1ъ 
llCllOJJJ.:!OllН.111>1 ,U,JJЯ llн.XOЖ,!..l,P.llИ>i OllTHMR;IЫIЫX ст1tби;11пирующих у11р;ш:i1~ 
1111Й 11 HЛl'OllOMllЫX JlllllPЙlll>IX системн.х диффept'!IЦИНJJJ,Jll>IX .YPRllll!~llrlf1с110-
CJIP.)tP.ЙCTl!ИP.M. Практически.я :111я.чимос1ъ исс;rе;\0Rа11ия :1RKJJroчн,cтc>i 11 том, 
что ре:1ут,тн.т1>1 ,1нн:сертащ1и мо1·у·1· быт11 ИСllОЛ!>ЗОГ!fl.НЫ Cllf'ЦИRJIИCTRMH llO 
Rl!ТОМН.П1 Чf'(:кому J>P.1'.YJIИJ>Ollн.11 ню. 
Структура и объем работы. Дисеt>рта11ия состоит и:1 JШP./\f'llИ>i, трех 
l'Jtн.11 и с:11ис:кн. J1итерн.тур1.1. Сисн~мн, 11уМf~рации формуJ1 содержит три и11-
дt'ксн.. 11ервый 1111дt'КС - 11омР.р 1'.11нвы, второй н11дР.КС - номер 11ара1·ря.фя." 
трРтий 11 IJitP.KC 11омРр форму.11ы 11 11н.рн.1]>асj>f~. Остал1,11ые оfiъект1,1 11умt'-
рую·1·с:>i двумя 111щекс11.ми, 11ер11ыl1 иtщf'кс 1юмt>р t'Jtaвы, второй и1щекс 
1юмРр объt>кта в 1'.11а11с. 0611\нй 06·1,Рм ря.боты <:осташtяf'т 134 стра11иц1,1 ма-
111111ю11ис1ю1·0 тt>кета. 
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Апробация работы. Ос1ю11111,;р рР:!\'J,1;;·'1ты .'\l·!ССР.рлнt11;1 .-1ГJ;:уЖ,'й.:i1:<" 
и .'!()K,;Ja.JJ,:B<i~llH;J, IJC\ 38. 39. 41. 42-ri jHo!'И0111i.'!i,Jll,!X \IOJ!O.'J.C/Klil>IX :-\(lJiфrтн:\1-
lllHIX ''ПробJ!РМJ,; ТР()рР.ТН 1 1Р('КОЙ н llJ>l1KJIН.'lllOЙ \·IR'l'PMii'l'ИKИ'' (Екн.·1·Р.р1111бур!'. 
2()07. 2008. 2010. 2011 1'1'.): :V!еж;(у11проююй 11ну•11юй ко11фРрР111(1111 "Cnnpt~­
мr11111,1r~ 11робJ1('~1ы в1,1 1 111<:J111·1·r.лыюй Мf'i'J'(~матики и ма·1·r.матич(~ской фи:~нк11'' 
(l\lо~:квн. 2tНJ9 1'.): J3орn11РЖ('К1•й l!PCP\lllPЙ Mii'l'P.MH'l'll'IP.CKOЙ lllKOJIP. "C1JЩJf;~11~11-
111,1P. MP.'JO)l1,1 крнР111,1х :н1л<t 1 1" (I3ор<111<~ж. 20HJ 1'.): XI ]\.fPЖ.'lY11;1.po;l11oй ко11сjн~­
рс;1щин "YcтoilЧИIЮC'l'l> и KOJl(;б;1.1111)-f 11c;JlllJl(,f(IJJ,JX СН('.'['(~М y111н1в.11c;11J.j)-f,, (Ко11-
Ф<~)JР.111(И11 п~1т111щко1·0) (Моск11а. 2010 !'.): MPЖJl.YllHjJO)lllOЙ К<mФ<~рР11111111 11() 
Mii'l'P.Mii'J'IJЧPCKOЙ ТР.ор1н1 y11pнaJtP.llJ1)-f 11 м<~ха1111КР (Cy:!.'ll\"11>. 2011 t'.); XI\•' ]]ср­
р11сс11 йскоii K1JJ 1фcpr.11 ци и "!Vl;J:J'(;M H'l'JJ 'J(;(;K()(; l l)JOl'!H1.~J м И]>ОIН11111Р и 11 jJll.I<JЖ('­
Jl И )-1" (Ек<tтРри11бур1-, 2011 1-.): I3сРроссийсюl)-f 11н.уч11а)-f кс111фР.рР.111111)-f '·:tl:[н,тr•­
У.Н.ТИЧfСКR)-1 теnрИ)-1 y11pн,11:1P.lllHI и ШiТР.М1i'J'ИЧР.СКОР. M())(P.JI11p01!iillИP." (Иже11ск, 
2012 г.); Х Мr.жду11аро,с1,11ая ЧrтаrвсюJ)-1 кт1фr.рс1щи)-f "А11алити чr)CKRJ-i У.lо­
хаш1ка. устпйчивпст1, и y11paвJ!P.IJfH~" (Кюа111" 2012 1'.). 
Публикации. Ос1 юв11 ЫР pP:iy:11>l'ii'J'1,1 J\ИCCPlПiil \И и 011уfiли ко11н,111,1 11 JЖ­
бmн,x j l~l7j. 
СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
130 в1нщР11ии даете)-! nfiщii)-1 характРристика раf>от1,1, 11ри1ЩЦ)-f'J'СЯ фпрму­
лиро11ки и ()IJИCaJIИ)-1 OCJIOl!lll,IX ут11Р.рЖ,'lР.llИЙ )lИCCP.p'l'iil\ИИ. Cl!P.)(P.llИ)-1 () ;JИ'l'P.­
piiTYJ>P., OTJJOCЯ ЩР.ЙС)-1 к истпри 11 р1'1.СС:М н l']JH ваР.М()l'О 1!011 роса. 
]] первой главе !JP.lllP.llii :щцн,чн 110c·1·poe11H)-f Hllll)JOKC11MИ]J.YJOUlИX IIOJIИ­
IJOMИНJll>lil>IX характер1·1С'1'11Чf('К11Х ypaBllP.IJИf1 ,J.:1)-f CИC:'l'f)M )(JHjнjJP.j>P.lllll·IН.Jll,­
lli>IX ур1ш11е11ий r. 110сJJ<щействИРМ. Рассмн,тр11вар·1-с)-f JIИllP.Йllii)-1 н,11то110м11ая 
систРмн. днффере1щин,J1ы11,1х урав11е11нй с 1IOCJJP..LJ.Pikт11иPм 
() 
/r1Т/(79):ф i 19), fEJR' dx(t) dt. (О, 1 ос), (1) 
l')tP. :r: 1-т, 1 оо) --t R"; Т/ 
11иr!м 11;1 1-т,о;, 71(0) ::с О. 
матрич11н,)-f фу11к11ия с 01·ра11иче1111ым и:1мР11е-
Гlри ИCCJIP.)JOl!iillИИ ypiil\IJPIJИ)-1 (1) KOllPЧIJOMP.IJllR)-1 110с·1·а1101!Юi '!Н.)ЩЧИ :ia-
MP.11)-IP'J'C)-f fjpr:KOllP.ЧIJ()MP.j)llOЙ IJOCTRllOl!K()Й. с ll!JMOIJlblO форму;~ Х1 ('19) 
х (1 t' 19), 19 Е [-т, О]. t :;::: О, BIIO.LJ.)-l'l'C)-1 фу11кц11011н.111,111,1<; :').llPM('fl'l'Ы дш1 1ю-
111Р11ий СИСТР.МЫ (1), ll[Jl111ii)lJIP.Жiill\11P. ce11apiiбP.J/l,JIOMY l'ИJllЬР.ртовому 11ро­
стра11етву 11{ IL2 (.-т, О), С") х сп со eк1-tJJ)-fp111,1м 11рrж111е)\е1111Р.м (х, У)п 
у• (U) Х (U) + J0т у· (i9) Х (д) drJ, Х, У Е IН!. 
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13 фy1JKll\IO I Jit.' : 1.1юм il!IOCTjНt!J( •Тl\f' .~01:тпю1ий 1ff (;ff(~!"f~\:f' .: 1.' (~:'<Шl!ТСЯ 1! 
r:оотщ•·;тт :11н• ур<t.11111·111н• 
,Jx,. "'' Ах,. t Е R-. 
dt 
t: 
(Ax)(iJ),:c.'1:~8 ). liE [- т.0), (Ах)(О)= jdТ/(iЭ)x(iJ) 
-r 
11 ищ~Р.т of>.r 1нr.т 1. OllfHЩf'J lf'11ия D(A) =- {х: х Е W§ ( [ -1,О] ,R" )}. 
(2) 
С111~кт р ti ll f'\нtтopн. А с:о(''l'Он т ~п con(:T11!'1111 1,1x ч11cP.J l , котор1.!Р. я11ю1ютr.я 
кор11я ~~ н т1н111r : ЦP.!Щf!llTllO I'() xн.pii.KTP.J>llCTH 'IPCKOJ '() .YJ>IШ!lf'll ия 
З;tР.с1. /,, -· н;1нrr1r'Olf\.Я ~н1тр1щн pR]Mf'p11or:ти п х п. С - м11ожРст1ю ком-
1 1 лекс111,1х 'r11снл. Фу11кния П Я!lj!Яr~тся r1е:юй функ11ией экс110111~1щин.J11,1ю1·0 
TИ!lf\. . 
Ст1t1нп<:я :1нлачR f!()(~трон11ия 1t11 1 11юксимир.vю1них 1юли110~1и~t..1ыr1.rх ха­
рактнрисп1чf'скнх .YJ>1i!II1f'11ий / tJ IЯ с11стР.~: :\иффР.рР.111tи~11.11ых ур1tв11н1111й r 
11ос; 1н,цf'й( :т11инм . При t>P рР.111Р111111б1,1тt1н·. 1ю: 11,: ю11а11н. с11я : 11, мнжду <:11нкт1ю :-..1 
11 111jJ111111тР.: 111 ~1 нл1,11ш·о 01н~1н1тора Ан i>1 ·0 рР.:~олы1Р.11т1>1 R0 ~ R. (>ч> : А). 
Исс,1н;1011н.ш1то с1юйС'Т11 р<~: 1ш11. 1 1~~11т1.1 1юс:rн111tн11 11я.ра~ •рRф 1.2. 
Лемма 1 Опtраrтшр R,,1 J1.1JЛЯР.m1:я ппr.рп.торо.м Лtл?>бtртп.-Шм11.дт.п. 11. дo-
11.y1:t.:atm r1.ptd1:uuилF.11.11f: н IJ 'tJ.OF. ЧJМ.Лt·ы кон.t:"t.н.о.м.Р.рнтт и. во.л:ьтерроfm 1те­
р1тшро11 
~dr: (J,·111;>)(1?) "' ехр(>ч1zЭ)f11(<;? ) . (\t;1:p )(iJ ) ~ f,~ 1 ехр(>ч 1 (1J - 0 ) <Р (О d(, V Е 
[ -т . Oj. ;,р Е IН!. Зd1•п, .f11( ;;;) =- Л - I (>ч1 ) ( rp (O) + J~1, f/оЮ<РЮ d<,) , 1111(0 
J~. 1lт1(1~) ~хр (Л11(-1У - С)) , ( Е \ -т . Oj. 
Лемма 2 Ош:ра.т.ор Пi1 ж1.л.;1.1: r11.1 :я опr:рат.оро.м. Гил·ьfir~ртл Ш.м. идтп.п. и d11-




;nlr' i K:;.-l!• .1( ((. =- -:r.i{/:.f;,J(.'. ::\1,;.1/')(19) = Jexp(-A0 (v -(;'iif•:,(;cl~. 
- т 
19 Е [-;, ()) , ( \1(1.( )(О:• _, О. 1/; Е Е1!. ЗдN·ь rt. (O) ! ,", 
й.(t?) .f~,d1((()cxp( -"5.1 /iJ - ()), 'i} Е [-т, О), fо.(Ф) = 
Л' - 1 ( ,\,) ( tl!( О) + J~, cxr('X!![.) 1}!([.) d.(). 
О11ераторы R0 и R~ я~1:1яются от~раторами Гит,берта Шми;~та. При 
аппроксимации их характеристических 011редt>J1и·1·елей l•ОJIИ!Юмам11 требу­
етr.я ре1·улярюания10 . I3 тожР. 11ре:.1я ете11е11и э-:·нх онераторов ЕЩ' и R~"'· 
т. 2:: 2, явшiютси я;~ерными rJ11ераторами и нри а1111роксима1~ии их харRК­
тсриетичсских 011J>едет1п~J11~й рс1-.ушiри:ыции /JОj(ИJюмами нс трс6у1~·:'f:и. 
Утверждение 1 Ont'.pnmop R(!' (т :::": 2) хн.11..н.1~т.r:я. J1.дцl'н:ы.м опцю.торо.м 
п дощ;r:кает. щи:дr:таши~и.ш: ri rm.ik r:у.м"лtы J;;mU~'Ч.1w.м.qmшw n щмт,т.r:ррrюа 
011.P.J!ll.TllO[!OH 
rn-l iJJ. 




. ({ - 19)711-1 . . 
. (т _ l)I схр(Ло (19 - О);р Ю 1Ц, i9El - r,n1, 'f' E IНI. 
11 
Здf.n, 01rшбpa:J1r:r:nш1. .f mk : ][ -t С" onpedl'л"юorn.r:я. рr:кур7т1tт.пы.м.и форм.у­
л.ам.и.: f111( :p) = fo('P) , f,"11(-.P) = L~~',:;~ !11(0,.)fт-н(.р)-I f11( Vr1111-1 'P) , Ok (i9) = 
ехµ(Ло·1~) (dk/k!) !", fmk1 1('P)"" -/,,,-н-(9);,'J Е f-r,Щ , () ~ k $ ·r11 - 2. 
Утверждение 2 Ош-рптор Rn'" (т ~ 2) J1.11лЯF:rru:я щ),~рн.'//1"м. ош:рат.оро.м. 
u. don:цr:к(J.(:m 1чu:dr:'f/l.rишr:uш: а rmdr~ r:у.м..м:ы х:m~сч.11.0.м.с:ршмо u rтл·птпr.ррrюа 
oru:pn.m.opor; 
R'(/" = K.m + V."" 
т. 1 
(l<.m·lJi)(il) = L O•k(il}f.mi-(1/1), t9 Е [-т,О], 
/;. о 
,у 
' ! (19 - от-1 - . с (V.,,.1р)(-д) = (т _ J)! ехр(Ло ({ - d))Ф (.,.) d{, {) Е [-т, О), 
-т 
(V.,,.t/J)(O) = О, t/J Е IНI. 
!J 
Зckr:!, rт1.об1ю.шт1111"11. /.", 1, fп] _,, С'' onpr:ckл.яюuм:Jt pn;:·1.Jpp1:11m11.D1.л-u1 1fтµ­
н9 щ,л111. l-::1(1/·J - }:,.('!;'). J.",1:lii.1) = I:;·~~/ f".(cч.)J~,"-11:!t!•i + /oll~,,,_1~·), 
.f.шJJ\•) =с .f.,,1-ik i(V1), n.;.(19) = f~)т Pxp();\J (~ - 19))(}.1;.-:(0d.~, l ~ /.: ~ 
т - !. o.1i('1J) ~ а.(19). 19 Е [-т,0). 
I3 11нря1·1тфr 1.3 ю.1южР11 11Р.р111.1й мrтод 11остроения а1111rюксимирующих 
хн.рнктrристичrских ура1111Р.11ий. Предста11:1е11нr 011r1жтора Rr1 11 r~иде сум­
\11.i l\()ll!"IJl()J\.IO]JllOJ'() lf J!(),ll>'l'f~j)jJO!Н1. ()ГJР.раторnв llОЭНОЛЯР.Т 11рн JJOCTp()P.llИИ 
i\11 llj>OKCll ~111рую11t11х xapн.кTP.j)lfC'l'llЧP.Ci<HX ypaГ!llf'll 11Й эффРкти BllO ИCllOJll·­
·ювн.·1·1, мr·1·0,с1. 0;11н~дPJIJПP.JJPЙ 110·1мущР1111я10 . Такнv. обрн:ю!.-1, 11Ррвый J\.IP.'l'OД 
1ю:11ЮJJЯРТ CTJJOlfTI> а1111рокс11v.ирую111нr llOJJИl!OMИЯJIJ,JIЫP. XiJ.!ЖKTP.JHfCTlfЧP.­
C:IHIP. ,YJHШllP.1111Я В CJIP.)(j'Юlllf'M BИ)tf' 
( >. - Лn) " л 11 
( 
N k о ) 
D>,N (>.)с. clet Лlп - ~ k! f d77(iJ)1'J е '' =О, >. Е С, ХЕ N. 
Теорема 1 П.111:тп.ь >.11 Е С .н.flлщ~т.r..я рt~:улярнЬ1.,11 ;тnчРН.'/lР.м оперп.торп 
А. To?dll d.1я любо·1/ 01.7юн11'и:н:но·1/ ;111"11:кнут01/, пб.ллrт.11. П С С ·11. любо10 
noлo:J1п1.11u:л't.it.o?o ч:щ:.11r~ <: !'Т/.]Jrшr:дл·1111п. п1:и.м.пт.оm.и'Ч.е1:к11.я фор.1.f.;1.JЛП 
1щ1.x,D(>.)-D,,"N(>.), =0(t!xp(-(1-.::)N111/l.r)), N~+~. 
>.~П 
I3тopoi1 МР.ТО)\. и:IJIOЖPl 111 :,1 й 11 11ара1·рафr 1.4, OC:l 101\iill 1 IR 'l'P.OjJH 11 XftjJН. K-
'l'f'j>Hf"l'И '!PCK 11 X щ1pP!tP.JIИTP.11Pi1 ;tJ1я ядРр11ых 011rраторо11. Пуст~, { 'P.i} ;~ 
111ю11·11ю.111,111,1 й 01по1юр,\НIJЮ1Н'l1111ый бн:1ис 11por:тpaJ1('Tl!a HI. !311rдrм д.11н ОJIР.­
рнтора R(:' (т ~ 2) а11111юкс11м11рую11t1Н' 1юс1н11омиа;11,111.1Р харн.ктРр1н:т11чr­
r:к11r OllJH~;J.P..llПPJlll 
z Е :С, NE N. 
Теорема 2 П:1.Jr:rn:1> Л0 Е С Jtлля.r:rn.r:Jt. реиул.я.р11:ь~м. а·1шч.r~11.щ~.м. rm1:pam.op11. А 
·11. { 'f 1 }.j;~ - про11"1нолыtы1/ орт.пн.ор.м.иртт.нны1'i бааиr: прпr.т.ранстна iНI. 
Tm~dn dлJt л.10боii огрщtuч.е11.1ш·1/. ,т..мкпут.01'l пбластu П С С справtдливп. 
11.r:'tLм.птот·11.ч.1~1:·к;11.я фпр.м.ула 
~е~~ fD11"·(z) - Dя;;:.,(z)! =О с~1 (t~ f(r.pk,X.m1;)1i 
+ 11 В,,,(<"(,)~;((>),,(<,} d(>d{2)) , N -> +оо. 
Здеr:·11 /З,,.(6,6) с.с. J0.)J.т(ii - ~i)P.m(tЭ - (2}d19, {1,6 Е [-т,0]. 
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I3 i!Н.pai'paфi:; 1.5 ,:Щ}! llOC'l'fIOe1111я хн.рактt>рl·IСТИ'lf.СКИХ yp!Шllt'!IИЙ НСllОJ;"­
:ювн.1ю pfl:~;;oжr'11;-1r, Шм н.ц·;н. 
. Q(J 
R''"" -- ~ - . 'R"'\ '-~ , \ [Т "У-· - L· ".; ( •i, ,.,..,, :.P1iH ''Р,1· 
.1 l 
;рЕIН!, тп;::-1, 
!ЛР. {:.pJj~~ -- орто1юрмирова1111м1 rиr.тР.м11. rобе1·11Р.11111,1х вР.кторов самт:о-
11рюк<'111ю1·0 011<~1мто1ж (Ri;'"R[;') 111 , {s.1 (Ri)')}~.':'i <~1·0 еобст11с1111ы<· •111c1ri. 
111\.:!1,JВаР.мЫt' Clilll'YШ1p111,IM:I '1Иf:Jl1i\1И OllP.p11.'l'()lJlt я;;' . .)'11ИТ1tр11ЫЙ OllP.pЯ.'l'OjJ U 
OllpP.,'(P.Jl>tP. ! сн ПОЛ>tр!IЫМ 11pt',1tt'TН.l!JIP.JlllP.M п;;1 (/ ( R!!'" Пri') l/2 . I3 ЗТО~! 11а­
ра1·р1н]><' 1юстросш~ крн,с11а>1 1;:ца•1н. д:1>1 об1,1к1ю1н~1111ых дифсjн~ре1щин.,11,111,1х 
ура1111е11ий ,'ЩН llН.XOЖi\P.llИH собст11е11111.1х l!t'K'!'O)JOI! (Rr:·· н:п 1 12 . 
ДJ:>t pa:1JIOЖP.JIHJ1 ШмН)\ТН, OllP.JЖT<>pн. nп·. П1 ::;. 2, а1111rюкс11мирую11\ИР. 
llOШJII0~~111t,:i.11bl(' X<tpaK'!'t:)JИCПIЧ('CIOI(~ 011prдc;111·1·(~JIH 011pcдCJIЯIO'J'('J1 фopмy­
Jli'LMИ 
z Е С, N Е N. 
Теорема 3 Пyr:m'h )111 Е 1С ш1ляР.m.r:я 1н:1уляр11:ы.м :тл 11.Р.н.11.Р..м. 011.Р.тmт.ора 
А. То1dп. dля люб01'1. 017ю11.11.чr:ш1.т'1. :т.м~:пуrп.0·1'1. облп.r:тп.п П С С '//. m ::;> 2 
r.npa.r11:dл·11.r1a. ru:·11.л-1·r1.rr1.orn.nчer:·кa..н. фор.мула 
IЗn второй главе 1жr.смАтривя.етr.>1 :11щач;:~ 011тима.111,11ой с:таби;1н:1н.ции 
CИC'l'P.Mf,J /(Нффере111\Иf!J(J,11ых ypfli!llP.llHЙ с 1юr:JJP.)(t'ЙCTl!HP.M OTl!OC:ИTeJll>llO 
к11адрат11ч1ю1'0 критери>t кн.чес:тва с: 1юмощ1,ю методя. кя.1ю11ичеr.ких я.11прок­
с:импш1й. 
I3 П!Lpfl.i'piнpe 2.1 ПрИ110)\И'J'СJ1 об11\1\J1 JIOC:'J'fl.llOJIKН. :!a)(fl.Ч и об IШ11pOKC:JiMfl1(11 и 
011тим11.J11,1ю1·0 с:тн.б11J1юирующР.1·0 упр1ш;1е11и>1. Объект у11рR11ле11ия ониеы­
nаетr.н линейной r.ис:темой диффере11циаJ1ы11,1х уря.1111е11иf1с1юс:лfщейr.т11ием 
о 
dx (t) j ~ = d71 (19) х (t + 19) + Ви, t ~О, (3) 
т 
l'J\P. :т:: [-т, +оо) ~ IR", и Е R' у11ря.вле11ие, TJ матр11ч110:11111ч11ая фу11к­
ция е огр11.11иче1111ой 1щриацией 1111. отр(~~ке [-т, О], 71 (О) = О, В 1юстон11-
11а>1 мя.трнца. О11тима.s1ыюе r.табнли:1ирующее у11ра~ше11ие, формнруемО!' 1ю 
11 
11р1111!(И11.У ofipн 1·1юf1 Cl!>t:!\1. ()Q('C\lf'ЧИl!i\t''!' устrJ11ЧНl!ую работу CliC'TfMЫ (3, н 
м111111м1пиру!~·:· r:tl'дующиr. KJHITCJНIЙ ю1чсстаа 11ерrхоц11ых 11рош~ссов 
').: 
J = J [хт (t) С1х (t) + ит (l) C2u (t)) dt, {4' 
' J 
11 
1юстои1111ю1 11Р.от1н-11(атr;11,11м1 м::tтрина, С2 1юе1·ш11111;н1 1ю;южи-
П'j!J,110 011pP.J(P.J1P.1111a11 м;~;:·ри11а. 
I3 фy11Kl(llOll<i!!l>II0\1 li]IOCT]ЖllCTl\P. C()C'l'OIOIHЙ !НI CИC'l'f.Mf (3) CCIOTl!f'l'(:Tll)'f'l' 
,У]JН.1!11('11 НР. 
rlx1 
-d = Ах1 -f Ви, l Е JRt. l (5) 
о;11101ю,111м1 •1;ir·т1, ко·1·01ю:·о c:o1111rt,'lН.PT r· .YJЖBllP.llИPM (2). 01·ра1111 1 1Р.11111,•й 011Р­
рнтор в : ~· ·-) [1J Ollj>P..:(P.;111PTC>t форму.IН.:'>1И (Вп) (19) n. ii Е ~-;,П), 
(811) (П)' !311. 11 Е R'. 
К ]>ИТ!~]JИ Й КН 'Н'!' J'ВН. ( 4) 01111с1,1ВНР'!ТИ форму;юl\ 
'С 
.! =-./ ( (С1Х1, Х1)1: + 11 т (t) С111 (t)) dt, 
() 
IЛР (С1х) (U) 00 C1x(U), (С 1 х) (·t9) = U, {} Е [-т,U). 
(6) 
О11·1·имаJ11,1юР. r:тнбили:1ирующРР у11равлР.11ие u 11 зад::tчи (5). (6) :1ад::tетс11 
форму.юn u0 (х) = -с2- 1 в·пх, х Е lliI, l'ДР. в· : 1НI -t IR', В'х = В7 х (О), 
а П : RI -t Jf.1 IIOJIOЖИTP.J11,111,1й самосо11рнже1111ый 11лrр11ый 011rp::tтop, 
удс>11J1Р.т1юр11ющнй п11rратор110му ур::tв11е11и10 Рнкк::tти. 
rP.llJPllИf :Щi.1,1\ЧН (5), (6) fiyдPM 11рИ6J!ИЖit'IЪ l/OCJIPДOllН.TPJIЫ/OC1ЪIO pe111e-
llHЙ :11-i,taч п11·1·и~а.:11,1юй стабиш1:1::tнии ю1ффrре111tиалы1ых ура1111r11ий 
rlx 
dt = Алrх + В,1\/'И, х Е :Н:.11', 
с: критери11м11 Kil.ЧP.<:'1'1111 
ос 




Здrс:1, AN : !ffi:v -t IНI:v, B:v : JR' -t IНI:v, C1:v : JНIN -t ЫI:v конf\чномер11ые 
011rратор1>1, N Е N. Пространство JНIN юшяffl'ся N-мrрным 11одпростра11-
ст1юм 111юс:тр::t11ст11а IН1иза;t::tетс11е1юмо1нnю 11рпrктора P:v: 1Н! -t IНl:v. 
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Пyc'i'i• 011ератор т:у •>щ>e)\P.J1>iP':' 'i'ОlюJю1·ическ11й и:юморфн:н,; 1:рс:­
с:тра11ств IШ.N и с·''. О1юратор l!li: c_N -> IН!N :~Н.Дii.ДИМ фopмy;iof.1 L;v = r.,v ' . 
Ис:1IOJI1,:1уя Bl!P.JlP.ll lll>le 011Р.раторы. 1 ю;1у •1 им, •1·1·0 З11,Jla1 1a стабиJ1 из1щи и ( 7), (8) 




<: критериР.м ка.ЧР.<:тва 
"" 
J/\. /rx~.(l)Г-'1.\rx.,.(1) и7 (t)Г.'211.(t)] rlt.. 
о 
l'ilP. Ал·=· 7ГNA:\'LN, BN = 7Г11,сВ _, •. C1,v = L'NC1,\'Lf\-. 
(9) 
(10) 
PP.111t!ll llP :1адН.'I н (9). ( 10) 011р1щ1~ляет1:я формулой 11!~ ( Х N) 
-с; 1 в;:,п.vxJV. xf\l Е cN. 1·де пN ~ 11шюжител1.1ю 011рР.д<~J1Р.111юе рР.111е-
11ие ур1ш11е1111я Рикюtти 
( 11) 
Ис11ош.:1уя и:юморфи:1м 11роетра11ств IНIN и c;N 11олуч11м , •по у11равJ1е11иР. 
u~ (х) = -Ci 1 Bj..,,ПNx, х Е fc!I,v, где ПN = 7ГNПN7ГN, явш1ется 011ти­
ма;1h111.1м стабиJ1юирую11\ИМ у11ра11лР.11ием :н1л;~,чи (7) , (8) . Растирим Заl\а­
чн (7), (8) и u1~ (х) на простря,11ст1ю ['1!, замР.11яя хна Pfllx. Дш1 раст11ре-
11ий соо·1·нР.тствутощих 011Р.раторов оставим 11реж1111е 060:111а'1е11ия, :1амР.11яя 
011ерато1щ ANPN, C 1,vP,v, irNPN 11а AN, C 1N. 7Т,v. Рас111ирР.11ня упран­
J1е11ия u~~ бу)\Р.М рассматривн:1ъ в кпчР.стве н,11111юксимп1\ий 011·1·имаJ11,1ю1·n 
r:табИJlи:!ИрующР.1'0 y11pН.!IJIP.lll1S/. 
I3 Cl!S/:lli с а1111роксимирующей :1;~,;щ·н~й (7). (8) вш11ик;~,р,·1· три :1я.;щчи: 
1. Ра.эработка ко11струкп11111ых методов 11ахожде11ия 11рибJ1иж1~11ий 011т11-
маJ11,11Оl'О стабилизирующР.1·0 у11ра11лР.11ия :шдачи (5), (6). 
2. Докаэател1,спю сходимости 11риближе11ий 011тима;1ыю1·0 у11ра11лР.11ия к 
011тимаJ11>1юму у11ра1шР.11ию задачи (5), (6). 
3. Оценка точности а11111юкr:нмf1рующих у11равле11ий. 
I3·1·орая 1·;1ава 1юr:вящР.11я. кн.1ю1111ческим а1111рокr:имациям :~а.дачи 011·1·и­
м11..11ыюй стабилиза11ии. 13 11Р.й получиJiи ра.:шитиР. исr.J1е;1<>11а11ия rю раэра­
ботке ко11структив11ых МР.тод<щ 11;~,хождения 11риближе11иn 011тима.11ыю ста­
били:1ирующих у11равлР.11ий для еиетР.м е 1юе;1едеlkтвием. При их числе11-
11ой j)P.f\Jt1i:1a11ии ие1ю;11,:1уются мето)\Ы Р. Беллмн.на, Н.Н. Крн.совскоr·о и 
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Л.С. llш1трн1·иш1 011тнм;1.J11,1юй стнбн:~и:нщии ко11(•ч1100.юр11:"х с:нrте~." Длн 
IO!llOllllЧ!!Cl01X а1111р(JКС11"1я.циi1 11робj1r.ш1 (;ХО.ЦЮН1СТИ !1рн6ю1жr.11нй к Ol!'j'И­
Mt1~:1,11ш.1y с·1·t1.б11тп11рующf'му у11ря.11J1е11 ию с:1н:тем 1,1 с 11or:Jtf','\f'йrт1н1f'M остя.­
етсн откр1.1тоn. [3 :->тоn l'JfНBf! устi!.1ю11.~1е1ю. что t:(•мс~йст!ю 11роекторо11. 110-
рож;щющ11х KtlllOllHЧC'CK.Y!O Я.llllJ>ОКС:Имацию. 11(' Hl\j/H(~TCH J>Нi!IIO\;:f~]JIIO O!'Pfl.-
llll'H-'llllЫM 11а ви~v. 11рострн11ет11е iE. 1нвтому llP.JJIO}I 1·01юрит1, о liX сиJ11.1юй 
CXO,(l·IMOC';'l1 к TOЖ)lf'(:'ГBf'llllЫM 011ераторам lltl l!C:f'Y; 11ростря.11сл1f'!Нr. I3 ·:·о Жf' 
llj)(!~~>i 1юю~.:ш1ю. L1то еходимост1. к тож,..(ш:пн~111юму о~1с:ратору 11 1н1111ю:v1ср-
1юi1 TOllO.'IOПlll HMf'f'T место llН. 11екотором IIOJ!lljJOC:T]JHllCTllf' llj>O("l'j>tl.llC:TllН:Н:. 
I3 11н.рн.1·1н1.с1)(~ 2.2 llOclYЧf'lll>) >illlll•lf' форму:11>1 )\Jl>t !lpOP.KTOJIOll. 011Pf'.'!f'J!IOO-
Шl1X КГ\11011 fl ·н~СКО(' рн:ИОЖ<'llИС: llJIO!:Tpa11cт11a COCTO>ill 11 i1' и:-1уЧ(!JI ы IН~котор~,!(' 
их с1нн1rт11а. Корни харя.к·1·ррнсп1LtС!С:Ко1·0 ура1111е111н1 
п' (Л) '"" Jct д (Л) =- О, Л Е С. (12) 
l'!lf~ Д (Л) ~. Л! - J~, 1lг1 ('19) елп. Л Е С ЮJю1тотсн шбс:тве1111ымн чис1щми 
1111сj>и11итР:mмнл1,1ю1·0 011с~ратора А и могут быт1, зя.11умс~ро11а11ы в 11орндкС' 
уб1,111а11ин llPЩPCTl\P.lllll>IX ЧIН~ТРЙ л,," k Е N. Пуст~. lНIN - объединение кop­
llf'llЫX 11оюrрос:тра11ст11 011еря.торА. А. отГJечаю111их его собственным числА.м 
aN' = {,\ 1" .. ,Л.v·}, ;\Т' Е N. Прос:ктор PN (P"·iP.I = Ji!N) задаст кя.~ю11и­
Чf~ское ря.:1,юже11ие 11ростра1rс:т11а 1П 11 11рнмую сум:'.1у, 11ри котором х Е JН[ 
Oilll(Пlltl.ЧllO OllJ>f')!f'Jl>if'T :~.llf'Mf'llTЫ у Е IJ-.З,v и z Е ( ! - р N) 111: такие, что 
х =.у+ z. 
Проt~кц~ю11111,1й 011ерн.тор можно сн1реде.1ит1. формуJюй 
Ру = - 1-. ! R (,\;А) dЛ, 
27rl. 
]'~" 
1·.и.е Г.v· - ·1нмк11ут1.11! с11рнмлнРмыl! контур, лежя.щиn н рР:юл1,11Р11пюм м1ю­
жест1н~ р (А), СО!lf~ржн.11н1й 1111утр11 сРб>t м1южеr.тно aN• и 11е со;1ержа11111й 
TOЧKll rr (А) /rr№. 
Утверждение 3 Еr;ли ru:r; ·кории ,\k, k = 1, ... , N', .тарактти~рш;mи"Чr:ского 
.1/JЮf1'НР.н.ия ( 12) u.por:m:ыr-:, то n.Mf'f'. •. w. N' "' N. а. npr:дr:m.af1лr-:нur-: ТLpOf~~:mopa. 
011.pr-:dl'JIJl.P.тnr.н. фор.лщл01'i 
?UI' lJ (Л) n7mr:or.дnнf'11нn.н .мп.т.р1щ11. d.11..я. Д (Л), ЛЕС. 
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СfJ11•ейст1ю 011<>ра·1·,;1ю1з PN, .\Т с l"I, 11<> ); 1$'1>1~:: С>< /lпЖ.-: pi11з1rc•1>1t>p1 i(1 с.: iJ~.-
1! H 'J('1111ы ,<: 11а 1н:1:м :1рос1'ра11rт1н· ~'{[, 
Теорема 4 Для dифс7jсрепциа.:1:ьшJi'о YJJ1Um.e11:1u1 1' .uн1лаd·ощ11.пш:.м 
,1 (о) = u, т1 ( J) -= - .4.. а Е ( -т, u; . т1 ( -т) = -А - k, 
"а,,_ А, А, - иос·rпоянн:ыr: кши)раmн.'hu: .. it11.mpu11,·п1. Пуr:т:1, щ:Р. ~:орни :1:щю~:­
rпrер·щ:тu·чрr:~,;010 yprmne1u1.я (12) npm:m·1,1.c. r:ofir:m.1,г11:11:ыr· ~и1;ло .млтрnt(Ы. А~ 
rш·11.п.рн.о ра"1.11и•1н.ы и. отл·1рmы от н.:чля. det(A + Лт) f О. m.oi'дa. r:npru,1'd-
л 11.н·ы 11.п1.мптл111.11.'tf'.r"1>:1и: r:rmm.11rn11.P.нaя 
l!PN - fl:w;--tc '-"о (N- 1)' N -1 00. 
Подпрщ:трпн.сrтищ И} = { х Е Wi ([-т, U] , IR") : х (О)= Ах (О) + Атх ( -т)} 
сиrzб:щ:ено uop.м.ol'i. upocm.paш:m.rm Соболеrт W~ (!-т, 11], R"). проr:тр1т­
ст.вп С = С ([-т, О] , !R") - 11.роr.т.рп.н.r:тво н1-:r1р1-:р·ынны:1: фун:кчий. 
Пt>рftграф 2.4 1юс1н1ще11 :нщаче 011·1·имн.ш.110й с·1·р,f)и:ш:1<>ции (5), (6). При 
11острое11ии ка11011ичr.ских а1111роксимаций 1ftдачи п~пим!\J1J.110й стабили:1а-
1\ии 11 уравнении (7) c.1eJtYf'T 1ю1южи1ъ А,у = APN, BN = PNB, в критерии 
Ki!Чf.CTl!fl (8) C1,v = Pf.C1PN. 
Утверждение 4 Еr:ли i,:opnu :1:r1.pn.'h:m.1,p·11.r:·rnn·ч.r~t:южп :vрп.mи:н.пя Л.1, А~ 
1, ... , N. npor:m·ыr, то r:711ю.в1-:dл·1щп1. фор.м.улы 
1i 
(С1хх) (i9) =.!с_),:< ' 1 )d11т (О (C1.vx) (U). О Е [-т,О). х Е IНI. 
-т 
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Теорема. 5 П:уст·п :чтmr1·щ~1и1.с P'll:x:кn.m.u ! l l ': u"м.1:ет едш1.r;rпп1:11:11.010 ш1.1ш:ж:п­
т.1•л1,1щ onp1:dr:.11.1:;1.1111r ре·1щ~11:u.е. 11и. r:11Пст.111:п·11:м1; ч11.r:.1и1 on.epom.opo А. ·rф1L­
·н.11.dл1:.ж:ащul' .м.н.11:ж:еи11.нf/ а r А) /а,\" н"лt.F.Юm. о·трп·11,п.rп.1~:1 '' н:ы~ Оl'йr:т.нu­
т.1:.лы1:ыr ·члr:т:11" т.01-дп. 9n7юrи1.1:·11.и.с 
JUJЛJU:rru;.н. ст.абилп.т11.р910щ·11"м. dл.я cnr:m.t'-М'Ы с поr~л.едейr.тrте.м. (3). 3ur:cь 
конf'•t:но.м.1рны1/. 0·11.Р.7ю.т.ор ПN : !:-~ ---.; IЫ от1.рРдf.ляrт.rя фор.м.у.л.011. Пл· = 
7Т~\.ТТ,v7Т "''. 
I3 11нрн.1·1ннJн"' 2.5. ис1юJ11.:1у~ fiн:111сы 11ростр;t11с·1·в !ВI.v 11 ['i!\.-. 11айдР.11ы 
11рР.)tстн.ш1Р.1111~ ·:·01ю;ю:·ичР.ских 11:юморф11:1мо11 r.x. З11Р.<:1, !!1!~v о!Jъfщ1111Р.-
11н<~ ко1н1Р.111,1х 1юд11ростра11ст11 011Р.ратора А·. 0·1·11Р.чюощ11х р,1·0 conr:тr1P.11111.iм 
ЧИСJIН.:v! >:1.:. k осе 1, ... ' N'. Дт; y11poЩP.IJll~ формуJJировок ТРОр<~М :1,ЦРСJ, 11pи­
J!Pj(P.lll>I pP.:!,YJ!l>ТН.Tl>I TOJll>KO )lJI~ СJJучая 11роr:т1.1х cc1fi<:TJIP.llllЫX чис:РJ! Ollf~pa­
тopa А. I3 11я.ра1·рафР 2.5 вс:Р. ут11РрждР.1111~ сформу:111ро11н.11ы и .ЦJI~ r:Jryчa~ 
крат11ых eofic:т11P.11111,1x ч1н:f~.;1 Оl!Р.Jнtторн. А. 
I3 <:JJ.Y'IНP 111юстых соfiст11Р.1111ых ЧИСР.JI 011Ррн:тра А в 11рострн.11rт11Р IН!!V 
можrrо 111\f~cпr б11:1нс, со<:тш;щнй 11:1 собетне11111,1х функций это1·0 011Р.ратора, 
от11Р.ч11.ющнх соfiс~т11Р11111.1м с1исюtм Л~-, k = 1, ... , N. а в пространствР. IН!jу -
нз с:обст11Р.1111ых фу11к1(ИЙ 011ератора А", отвечающих собетвР.н111,1м чис­
лам Л," k = 1, ... ,N. 
Лемма 3 Ec.11:/L собсrплr,11.11:ы.е 'Ч.'/J,СЛП. лk. k 1, ... , N, nnl':parnnpa. А про-
ст:ы.е. rno ба:тr: npocmpanr:mrm !fll,v. состо.ящш'l na собстоеи11:ы.т фушщшl 
onf.7шrnop(J. А, onpfдl'ля.F.rn.t:я. фор.мулп."щt 
Ф" (19) = Ф 1' (П) f.,\p'I. 19 Е 1-т, n], 
идt Ф" (О) - нппрu1тл"л·ьн:ы.Р рР.ш.Р.н.11.я (}.Лгебрап11.ео:11"т. r:истем. 
о 
( Л~lп - J dТ/ (v) ел"1) ФА (О) = О, k = 1,." . . Л.Т. 
-т 
Лемма 4 Еr:ли r:обr:тнr.'Н.Н'Ыf 'f,'/J.(;Л(J, л," k = 1, ' .. , N' ОТ!.Р.ро.тора А т1.ро­
r:т:ы1:, то бо"1·11.r: r1.pщ:rnp1mr:rn.1m iнr; .. r:ост.оящш'i, иа собr:тru:1щъ1"1: фуикчш/. 
rтерп.тпорп. А·, от1.ределхпп.r:,н, ф11р.м.у.1шм·п 
11 
,,,k ( u) ,->:,,1 (т 1 1 >: •.• d Ч' 11 = 1. Лk ,,, - ;.
1 
е .тJ (.~)) Фk (О) , 19 Е [-т, О), IJl 1·' (О) = Фk (О), 
lб 
·1u:m.p11m111.Ji:t,11. мr· .• ы·111.с11.·11 . .н. п..11.1r~611r1 ·11,·ч.сск:11J· 1:ип1и~.м. 
( J.:,J, - J ,>.'dry' (-') )w' (О) - О, k ~ l, ... ,N 
-т 
Лемма 5 Бааur"м проr:трп:н.r:rп.н Ш:N ·11. If!IЛ,, от1.р1~d1~л"я.1:.м:11r.1: Фот,.м.ула.м:и :/' ~ 
2::'~: .ТJ.1 Ф1 , ·Ц,k = L~=l 1Л.i>Jt.i, k = 1, ... , N, r;nom.111·тru.:rn.111:11.1to, бu.орт.о~о-
·1ш~ы1:h1" Зdr~Ch .\· li;1:k/l:'1 j' rlct. х / [), у ilYk1l:i\:/ j х- 1 •• 
Биорто1·онаJ11>1юr-:ъ 6a:1иl:(m, 1111P.;l<'l111ыx 11 11рР.ю,щу11LР.Й JIP.MMP.. 1~о·11ю.:1~­
ст 011р<'д<~.111т1, коорди1шт1юе 11рсдст11.11J1с11ис 11роскторн. P,v 110 сJ11щующсti 
формуjlР. 
л· 
Pvx -~ L (х, 11)\~ <pk, х Е r1!y. 
k~1 
Утверждение 5 Если 1:ofir:m.m'1111.ыr. ·ч.исш )..~. k 
·r1.Jюст·щ~. то оrпобра:ш:еииr: тт N. :шdа.ш1.оr~ фор.мулт/. 
1, .... N, оти:рпrп.оро. А 
OТ!Jif.dl'.Л.Н.lom. 'П).()1f.(IЛ0~1J.'1.fC'К.'/l.1l 1J"10A!OJlф1l-'l.M. rl.[1()1'.111.]IO.Ш;m.fl :нJN 11. l(;N. 
Ис1юJ11>:1у~ ба;1исы 11роетра11с:т11 !Н!л: и IНI;'v, ко11крР.тизируР.м :нщачу огпи­
ма.11ыюй (;Таfiили:iаЦИИ Г! 11рОСТра11СТ1IС ICN. 
Утверждение 6 Еrд11. все r:пбст.в1~11:н:ь~Р. чur:ла. )..k. k = 1, ... , N, 011.P.pn.mo-
pa А простые, nрР.дст.аллс~mя. кпщ;ч.нп.м.етты:r. onr~pn.rn.opn(I AN, B.v, С1 N 
:mdrLчи пт1.rпи"ма.л·ьн.т'i. ста.бпл.1ыа.ц1т (7). (8) rm.peiJP_л.яmrru:.н. м.п.три.14п.м.и 
А\·= х IT r!ifl.)?; (Л:, ... 'Лх) хт, nN =' х IT !:Ф1 " (n):::J п, 
С1лr = Х !!Фk· (О) С1 Ф1 (O)!I~, 1 хт. 
Птт fih111.o.л.нtн.uu yr..л.oв1L1'i 11ищрР.м.ъ1. 5 r:mafi11"л.n:mpyющ1:f. упрпвлР.'Н.1LР. r;ur:rn.1:-
.м.ы (З) fi'hl.'11!.C.ll.Яf'.m.r:.н. по фпр.м.ул.t 
u~ (х) 
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I3 lli1.JJil:'/HHj>P 2.6 р;u::с:111.атр11ВаР.ТС>f ;.АР.ТО)\ llf\XOЖ/\P.llHЯ 11риближениn ()lfTH-
:Viil.:11.111>1"() ' ;та.бн;н1 :трующ(;I\) у11ра11лс1111н r; :юмС>щ1>ю метод;~ Пu1при1 · 111:1t, 1: 
c.; 1y•1ti1 ~ г '"""' ] , тп, = i , i ·= 1, ... , IY'. P;i11P.e этС>· , · 1ю; tx<1.'t 11c111,.1;1,1om1.!101 
TOJll.tШ Jt.'l>f CKi\Jl>fj>ll!.IX лиффepl~l!l(Иa.Jll>llbl)( ура1111еш1й с СОС]Н~/\ОТОЧР.11111.rм 
:iаш~.:щыш~11и,~м. Зr1да•ш 11ахождr.11ин нриблнжс1111й С>11тим11.11ыю :·о ста61ши­
·111рующе1·0 у111нt11ле11ш1 (;вР.)\Р.1111 к :нща•1Р. фн.ктС>р111а1lИИ :tш1 1юJ1и1юмов. 
I3 11i1.ра1·рн.фе 2.7 111н111Р.)\Р.l1О три теетовых 11римера и рн.ссмотре11а :Ja)\aч<t 
1юстро,~11ин стпб11.'1и:~ирующс1·0 у11рп11;1r.11ин в модr.;111 Лотк11-IЗол1>п~ррп с 
·1н.11i1.: 1;t1,111i1.11ием. I3 11ер1ю~1 11 11·1·ороУ. те(:то 111>1х 11римерах n1111r:1шo 1юстрое11ие 
i1..1111роксим;щий 011ти:v.а.:11.11 1.1х ст1i.били:1ирую11tих y11prtГ1JJP.11иn .т1л1 снстР.мы 
' : :ift11н·щыi:<t11н< ~ :v; <; 11рос:п.1м11 и кра.т11ым11 coбr.тrir.11111.1м11 ч11и1аш1 соот11<~·1·­
ст11е111ю. [3 Tj>P.'JЪP.M TP.C:TOllOVi 11римере llOCTp()P.111>1 11.llllJIOKCl1Mi1.l (ИИ <:тi1.fiи ; tИ:1И­
J>.YIOIНl1X у11рнш1е11ий J\JJ Я с111щи<tm.1юi1 с1н:темы с pac 1 1p1~J te:1e11111,iм :1а11н.:1,1tы-
11я~11н:м, ДJi>f которо11 11 :i11<~c -;· 11a а. 11н."м1т11ч<~скан форм<t () 11 · 1»1м н~ 11.1ю 1·0 cтafiн­
Jl и : н1pyтoll lP.l 'O у 11pa11JI Pl J ин' п рт1:11Щ1 lР.110 сра1111е11иР. 11 н.Й/lе1111 1 .1х Н.111 l]ЮКСН :-.1а-
1lН Й с то •1111.1м у11ра11JJР11ием. Тн.кже 11 :по:v. 11а.ра1·рн.фР. рассмотре11а :1а;tнча 
11оетрос~11нн cтr1.fiнJll1:iиpyющ,~ 1 ·() у11рн11лr11и>1 11 модСjjИ Л()тки-IЗос11.террi1. с 
: 1<111a:1;\l•llli1..JIИP.M. 
[3 третьей Главе HCCJ JP.J lYP.TCH : IН.)til.Чa 01\ТИ М itJll,1 IOЙ C'J'afiИJl и:1а1\И11 )lH<jJ-
ф('jIOll l t11 H.lll>l I01'0 ура1111Р1111}1 с :iа11н.:щ1,111н.11нr.м м<~тодом уr.рrд11нюш11х а11-
11рокси ма1t1111. Гл<tва состоит 11 :1 11нт11 11н.ра1·рн.фо11. 
I3 llPJ>l!OM 11<tp<t1 ·p<tфe 11р1ше; \е11а 1юста1ю11ка :1а; tач11 . ОбъР.КТ у11ра11ле11и>1 
· 1адаетс>1 ;нн!><!>Рре11 ци а..111.111.1 м ура1111е11 fJP.M с :1а~111:щы ва11 ием 
rl.т: ( t) 
111. 
Л:1: (t.) 1 Лт1: (t - т) 1 Пи, t Е IO , оо), (13) 
1·др .!: Е !R". и Е R', А. Ат - пост()я1111ые матрицы порндка n, В - ПО(:ТОю1-
11rtн Mi1.TJHЩ<t рн.:1мер1юсти п х 1-. О11т11маm.н()е стабилизирующее у11ра11;1е11 не 
общ:1JРL11111нР·1· устойч1111ую работу r.f!CTP.M\•I (13) и мн1111ми1ируР.т критерий 
Ki1.Чl'C'J'llН. IJP.j>P.XOДll ЫХ 11 j>OЦP.C(:Oll 
n<; 
./ j (:rт (t) С1 .7: (t.) ит (t) С211. (t.)) rlt., (14) 
11 
1юс·1·ояt111ая 11ео·1·ринатеJ11,11ан матрн11а, С2 ГЮСТ()ЯllНая IЮJЮЖИ-
тел1,1ю 011реде;1е11t1ан мн.трица. 
Метод усред11яющнх а11щюкс11маций был 11ред;южР.11 11 ра.боте1 1 и ос1ю-
1111.11 на :1аме11е исхо;11юй :J11лачи :Jалачами оптимаJ11>1юй стабили:1а1\ии еистем 
18 
d •V Xi1 _ .'>! N, 8 
--;Jt - Ах0 -1- Атх!\'..,.. и, 
d:r.N 1\1 
_._, _ :__ l . . N _ N) ~' dt -т .7.,_ 1 .т,, i=l".":v, '.15 / 
с критериями качr.ст111\ 
ос 
JN = j (хi:т (l) C1.Ti~ (t) ·'- 11т (1) С2и (t)) dt, ( 16) 
(1 
1·.цс х;'' Е Н " . i ,,.,. О, . . . , .V, f:ущсствующи<' и 1щи11ст1ю1111:.ю 11ри N ;::: Nr1 и 
11а;1;1сжн.1не:-.1 т.1боре шtтура.;1ыю1·0 чис:нt N11 . 
СJ!е)\УЯ мет!щике второй главы 11ерехол11м от 1ю1:т11.11011кн :1нлн.•111 11 ко-
11r.ч1юм1!р1ю~1 нространст11е состоя11ий к 1юста1ю11ке :1адач11 11 с11r.ци11.J11,1юм 
1·нл1,берто1юм 11роетранс'Г11е !Е = !1...2 ([-т, О) , IR") х IR.n. Р11ссматри11аемая ан­
щюксимнння нr. требуе'!' ком11лекснфика1~ии 11ростра11сп111. JНI. Она 011pr.Ae-
лr.11a дJ111 си1:темы (13) ч11.r:т1ют вида. Поэтому 11 ура1111е11ии (5) 011ер11торА 
:ш.;tается формулам и 
(Ах) (19) ::..о rl:~;Y), iJ Е [-1,U), (Ах) (О)~ Ах(О) + А,х(-т). 
13ид кpi·l'J'P.JHIH KllЧP.!:'J'JIН. 16) 11 фу11кц1ю11н.111,1юм llJIOl:Tj>ll.JJ(:TJIP. СОС'1'0!11111Й 
О!:ЛН~ТСЯ 11рr.ж11нм. 
Ос1ю11111н1 ·mдн.ча тpr.т1,r.n :·J111.ны 11нхождР1111е оце11ки сверху скорости 
еход~1мости ю111рокснмиру10щих 011тим~1ы11,1х етн6иJ1и:1ирующих у11ра1ше-
11ий к 011тнмR.i11.1юму ст~tб11;1и:1ирующr.му у11ра11:1r.11ию :нщачи (13). (14). 
Змн.чу етн.биJ1и:111.ции (15), (16) будем и:1у•1ат1, 11 11роr.тра111:т11е lП. Урн.11-
11r.11ию (15) сооп1етст~1уr.т д11ффr.ре1щи11J11,1юr. YJ>am1e11иe (7), 1·де AN = 
L.vA"'nN , А-11/ - к11а;(рат1111.н матр1ща норилкн. (N + l)n, бJю•111ые ЭJJемr.11-
ты котороА 011релеJ1ию1ти системой (13), а и11ъектив11ые отображения '·N : 
JR(N+l)n --+ 1НI 11 сюръктивныf' отображении rr,v : 1Н1 --+ JR.(N+l)r. :щдаются 
формулами 
N 
1 ...vX,v = X~oj.'tп + L Хf-~т.- !·~·' т )тk, X,v = r.ol (тн, ... "т.N) Е JR.(N 1 l}r', 
k=i . . 
,,х = ool ( х (О) , ~ _{ х (() &;, . , '~ j' х (() d() х Е 1!1, N EI'• 
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3.!(f(;J, XF. l·llЩHK;J,'J'()j} M1iOЖfC'J'JН1. !·7. 
Критчт >t м 1йчi:с.т1нt (16) i:1.юл1с:тс·;·;1ую·1 крип~111н1 ка'1r.ст11<1 
IJ 
{ " }л· Г" ri'/.] 1')\Р. ' · 1 ,'\' :.с '· ']"\" . ,. 
1.,J-:-,J 
с;; с ., ., ' (' 1;v-== ·1, ~ели i- + г Г J. 
dt, 
Утверждение 7 Ол.1:рпrп.ор·D1 ;ry и с\' пбл.пдают. r.лl'dyющu-~tu сАn·111:т.ы1.­
.м.·11.: 
1. [!iyjll!<i"'"'" -.!Нi = 1, JlnлrllJНi__.IJ</' "''' = 1 ирн N Е N; 
2. 1ГNlNX = х. х Е IR:N' 1.'". N Е N: 
Дл.я :Jле.мепт.а Х со] (:г('(, ... , J:~~) Е JR(N+l)" иорма 011.реd1~11я.1~т.ся. фор-
•. 1 vl2 1. 11·12 + r '\'.V 1 Nl2 мулт1. 1 л (N+J)н = :xn v L..i=l xi . 
13 МfТОДР усрР.,Цlf}fЮЩИХ а11111юкеимаций l!HЖll.YIO JIOJll· 111·ра10т llJIOP.KTO-
JЩ PN = isnN, N Е N. I3 стщующР.м y·1'i!P.J>Жi\r.11и11 r.формулнр01нш1,1 их 
OC:llOllll l>lf CIIOЙC'J'llН.. 
Утверждение 8 Ощ~ратпры Р N J/.Ад.н.ютс.н, са.мпr:опр.я.:ж:Р:н.нъ1"м.п, прттт­
·1щ.лы1.о 11pш~'h:m:upy10m. прш:трапr.т.rю r-JI 1щ Hl:V. r.илыш 1::r.пд.ят.1:.я к то:щ:­
ОР.r:rп.нf:нному ош7шт.ору А 11.рrи:тщюн.стnнl' il"J и 
1/'' (х. x)L'> •. 
I3 работн .J.S. Gil>Ron6 дока:1а11а тнорР.ма о еходимости а1111рокеимиру10-
11lНХ .Yll!HШJIP.llИR к OllТИMНJll>llOM.Y у11р1шJ1е11ию. 
Теорема 6 E1~1L11 r.ш:m.Р.м.а (13) r.табил1ы11.руР.м.а n ма.тртt'Ц!l С1 полп:ж:п­
тnР,.11.ыm nnpl'.dP.Л.P.H.o, m.r1 т1.ос1LР.дnАа.m.Р..л:ьн.пr:т·ь аnпрокr:u.мирующи.:~: r.т.а.бил11.­
.1'1Lру101цп:1: ynpa.11.11.1~11.111'1. { u~.} N?. N" с.1:одит.r;я в pn1moмl'.pшn'l тпппл.огии к u0 , 
ТТ/,() u:m:1, 
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Теорема 7 Еr:лп ~'"нпш·.лш ( 131 r:mл611"1tn:mp:tJ'~.м1J. ·11 .. л1л111р·u цо. С, л.11"1.1,ж:n­
·т.r;лыш 1трr:dи1.е·1щ, ти r:л.pru;eiJлurm nп1.,нnт.оп,-11:ч.r:сх:п..я очr n·hcn 
ll,11{' u11 :. 11·1,r11~.c>· 
П<tра1·раф 3.2 1юс11:1Щ(~J1 иссJн~до11а1111ю 1юлу1·ру1111 Т (t), TN (t). t ;::- О. 1ю­
рож;1аР.~11,1х 1111(jн111нтr~зимНJ11,11ыми 011ераторами А. AN, N Е ~- В p116(Jl'<tX 
Н.Т. IЗнпks 11 .J.A. I3шпs13 . I. LasiP.ck<t н А. ~Ianit.iнs1 ·1 :tока:~а11ы ·1·рорРм1,1 о 
схсщимост11 а1I11роксимирующих 1ю:1у1·ру1111 
Теорема 8 Дл.я л:юбо10 2:' О nnr:лr:dorюmr:..лъu.m:m:ь oni;pп:mopnr, 
{ Т.11• ( t)} ~ = \'., r:ил ы1.о o:odnrn.c.я к Т ( t). 
Теорема 9 Для кп:)/(:dо1-п L 2:' 5; r:прпвеdл·1Lы1 ar:u.м:nrnornu ч.r~с1ш.я. оцr:н'/i:п 
О11Рр<~п>р1>1 {Т.v ( t)} ~=N,. JI(~ схо;1~тс~ к Т ( t) 1! ра111юмР.р1юй ·1·01ю:ю1·ии 
11ри f ::::- n. О;111ако .Y'IHTЫl!a~ KOllP.ЧIIOMP.p11ocт1, 011Р.ратора Р. MOЖllO 1юка­
:нtт1 •. что 011Р.раторы PTs(t) и TN(t)P сход~·1т~ к PT(t) и T(l.)P соот­
ВР.тс·1·11Р.111ш 11 рн.1111омРр1юй то11щю1·11и )lJJj-1 ;110Cio1·0 f. 2:' О. Эт11 схоJ1имости 
111·рают 11нжную рот, 11ри оце11ке (:коростн схсщимос·1·11 а1111рокснм11рующнх 
у11равm•1111й. 
Утверждение 9 Для. кa:11r.dn?.n L Е IR+ r:пуюпr.длшт. ar:1u .. 1.nmom.n'Ч.r:r:кa.я 
О'ЦР'Н.~·а 
max liP (Т.v (t) - Т (l)) i = О (.v- ~) , N-; оо. 
tE[O.L: 
Утверждение 10 Для ка:ж:uо;;(} [, Е ~'" п1рfl.rи'uл:шт. щ:и.мптп.от:11:ч.r~1:·h;а.я. 
О'ЦР'Н.К(I. 
i;iax, i (Т:У (1.) - Т (t.)) Р 1 =О (.rv-*), N-; ос. 
t~[n.I-: 
i:~Dнпk~ н.т" D11гп~ .).:\. H<·п~rtit.нry r.nпt.rol prnl1Jeш~: [JLJIIl('l'ir.n.I шгtJ1orl1' tJ;\."'l{'rt оп нvепt~iнр; 
нpprnxiшнt.in11' ! / SIA~I .J. Coпt.rnl 1шr1 Optiш. 1978. \ 1. 16. № 2. r. 169 208 
11 Lн.:-:iPr.krt 1 .. :'\1ю1it.iн:-; А. Difff'Гl'Пf.iнЪilit.y итl сонv<Т~~IН:'~ гиt.г.ч nfн.pproxiшntiщ~ :-;гшi~тонр~ fnt· 1·гtnrrl~rl 
f11nrt.inпRI rliffereпt.i:J eqш<1inпs / / SIAM .1. '\11mericнl А11"1. 1988. \'. 25. ,\\ ~- Р. 883 90i 
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При :юкн JHTt-'J11,<·тiн• .-1т11х \'"i":lf'!JЖ.'(t'lill Гr ис1ю,11,:ювНJ111с!, pie 1.1'.111,тн,·1·1,1 n11-
fioт1,111 и МС'ТО.'~1,1 л!ори11 1111·!(·1·рнJ11,111,1х ypa1111c-1111i1. Онн о(·.11nв1,111п,ютr:>1 11п, 
тn11к11х н.и1:.111то·111•11есю1х оне11ках }ЩРр и11·11е1рRJ11,11ых 0111ерR.торо11. которые> 
r:1нпнr11,1r·11сим11тотr1коn 11р11fiJ1нже11н1~ ;t,1>1 11rпеr·rн1...11н Эrr"·1е1ж Пу1н·со11<t. 
J3 11п,1т1·1нн\н: 3.3 111кнп1юдr-1·1·r.~ докF1:1н,·1·r.Ji1,ст1ю тr.ор<:м1,1 7. Оцr.11ка тоL1rю­
сп1 '1111JjJOKCIJM!Щl!11 [)JJ'l'ИMi1.Jll>llOJ'O cтafi11JJIПИpy1011tPl'O .Yi!pi1!!.llPlll1~1 !lJIH сн­
СТf'МЫ с :!RIJH:!)t1,11111rrиie:,1 11JI011:11!0,'tl1'1TH Mf''!"O)lOM. 11pPJtJIOЖPlllll1IM 11 работ1Р. 
11ри JH'llJ(:111111 HllHJIOl'ИLJl!OЙ 'irJ)Щ'IH ДJIH 11арн,fiш1И'!(:ско1·0 .YJЖllll(!llllH. 13 OC:l!O!I\: 
:-)!'OJ'(J Mf''iO.'Lfl с!Е'ЖИТ ll<'pexo:t 0·1 OllE'llKИ pit:l!IOC'i'll OllTИMН.!il1lll>IX .Yli[>i111"L!'llHl1 
К Ol(Pl\KI' J>rl:llIO!:TH !11\'1.LJf'l!HЙ KJHITP.IJHf'B КНЧР.!:ТI! 1111 OllTHM1i!il11\l>IX ,Yll)ЩllJIP.­
ll IHIX 
11 11 i11. <'C'-1ilB' 'J( 11) J ( 11)1 1:u - u,11,·/:;i '"' _ : -2 : .sнр 1 Хо, u - . ,v х0 , U,y , . 
,lx"JISI 
То:·да, 11р<':t<"1·;.ш;1~1н 11ростра11ство 1Н! в 1нще пб·1,ею111е1111я 
стрн11сл1 н, {хо: Х11 Е !Нi,./ (x11.u0) - ./,у (xo,u~Z.)? о}, 
{хо : хо Е И!,./ (х11 , u11 ) - .JN (х0 , u~~.) < () }, 1юJ1учим 
'J ( о) ( 11 ) . sup 1 Xn, и - JN Xn, UN 
llx"j:51 
llOДl!pO-




1·д<~ UN. Uл: - 11рои:111о;~r,11ыР. до11уст11м1,1Р. у11р11ш1Р.11ия. О11и111Р.м метод оцР.11ки 
11еJ1нчи111,1 J (х0 , UN) - JN (хо, u~~.). 
З11н,че1111~: критерия КЯ.ЧР.СТl\а .Тлr (хо, u1,!,,) OllpP.J(P.J!Hf'TCЯ форму:юй 
х 
JN (xn, и~~) == J ( (SN (t) С1Р Sл: (l) Хо, Хо)с-1 
11 
1-д<' {Sv (1.). t ? n} 11о;1у1·ру1111а, 1юрождаема>1 011ерюором AN - DП.v. 
Y11pit11,1e1111e UN е111:темы (5) дщ1ж1ю быт1, 11ыбра110 так, чтоб1.1 рн.:1-
1юс·1ъ J (х11 , UN) - JN (:xi1, u~,) :tn11yeк11..11a эффективную 011,е11ку. I\·1. Krol!P.r, 
К. Kнпisch 111,1бир11..11и у11ра11лР.11ИР. UN = и~. 13 отличие от :~адн.чи стабили­
:шции 11apa60JJИLIP.CKOl'O ура1111Р.11ия 11 задаче стабиJIИЗ!ЩИИ дифферР.llЦИR..111>-
1101'() у1жв11е11ия е :1а11а-1)t1>1ва11иf'М 111111роксимирующие 1юлу1·ру1111ы TN (i) 11Р. 
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t : Xц,lt}i'J "C>1 к · г ~: : :1рн :.н1"i))1Х J ; :~ч~llH>tX ; ч)f-:!,JeBiJOt1 11f-fJ~Yt'tJll\)11fi1Ji1BlltH":t~p­
!IOГI 'l'<>IIOJl iJ1 ·1111. Поэ' ''О ~;~' в1>1fiop y 11pilBJ ll~!liHf uy б ; ,1 : : cyЩ('C'f'B<'il!IO ;1:iм<'1J(~l1, 
Y11riшJ !t'111н1 il.v r.011: 1 ;щаР.т с у111ж1шР.1111Рм u~ 11р11 t 2': Л, н. 11ри t -= :о, Лj 
Pl'O 111,1fiop OllИC:l\.11 i! llit)Jitl'J>itфP. 3"3, I3 Ti\KOM C:J!.Y'lllP. :111/!ЧP.ll~IP. Kj)liTPpHЯ Kil-
Ч(\("i'l!<l } (хо, U:_v) OlljJ(\)(f\J ! ИCTCЯ формуJю11 
л 
J(xn. U:s) j( ( S\· (1) r.1P·z;N (1) Xr1, х,,) н. (S\. (1.) П.vDПNS,"· (!) хп, XiJ)г}il 
:1 
")( 
+ ! ((sv (ЛI -~\~ (1 - ~) C1PS~, (t - Л) 5,.,,,, {Л)хо.Х11\ 
" , 1 1\.1 
л 
+ ( $;._. (Л) s~ (/, - Л) ПsDП,vSAr (1. - ~) Sл· (Л) Хо, хо) J rit, Х11 Е ~-!!. ' 
J 'ДР. Olll'j)i\'l 'Op1.1 S,\' (t). /. Е ~ О, л~. 011иr· 1 ,11111ют /J!'lllP.llИP. ('ИC' !'P.Ml>I (5) lljJИ щ,1-
бра111юм Yll/ЖBJ!ClllH1 llN: { s!~ (1). t 2': n} llOJJ.Yl'j).Yllllit, IIOJIOЖ,Цit(~Maя 011с­
ратор11.м11 А- DПл:, 
I3 pP.:1yЛ1>l'ftTP. rЩP.llKf\} (хо, llN) - J.v (хп, u~~-) С:IЮ/\И'!'СИ к <ЩP.llK/!.\,f llOJl)'-
1·py1111 S,v (/.), SA, (1} l 2': О, а1111роксимнрую111их у11ра1111яР.м1>1х систРм, 1ю;1у­
чr.1111h1х в :1еммr. 6. Оцснкя. J,,. (хп, G:,v) - J (х11 , u 0) r.вяза11я. со с11r.цнял1,111.1м 
выбором упранJ1Р.11ия U,v и иr.1ю;11,:1уР.т утнР.рЖдР.!!ИР. я111Uю1·ич1юР. лРмМР. 6, 
Пар11.1·раф 3.4 1юс11яще11 J1ока:1атРлы:тnу <:J1P.;~yю111ei·o ,У'l't1Р.ржяе11ия . 
•~:!емма 6 Er~:m Л 2': бт. то r:ущеr.тппущт нr:кпт.nр 'ы.1: nm; moя11.1i1>1,1~;::;) > О, 
К1 > О. N 1 Е !'\/, "1.тл r.щю,R~длшт. фор.м.ул·ы 
s11p !!р (sN (1) - SN (/,)) 11 =О (л' ~), N--+ оо, 
rEo [<l,tll · 
115-~ (t - Л) sN (Л) - P,vSv (tJli ~ K2I'Гte-"''. t ~ л, N ~ N1. 
А такжr.,цсжн,,1атеJ11,ству а11я..101·ич1ю1·0 утвr.рж,цr.1111я д:1я 1юJ1у1 ·ру1111 а1111рок­
симирую111их y11pa11;J}ff'~1.1x систР.м, 1юроЖJlЯ.f!м1.1х у111нш.1е11иямн u 0, u,v, 
Прн .' lOKЯ.:JRTP..'!l,rт1н~ 11Рр1юй части J1Рмм1.1 11r.1ют.:1уР.тси утвr.ржю1е11иР. 9. 
При 11окя.:ытелы~п1r. ~порой част11 ж~мм1.1 м1.: мо;1иф11ци1ю111U111 ме,1·одику pit-
60·1ъ11~ 11 УС:J/01\ИИХ, KOl'i\Н. ()OJl/!.l :т1, :111я,ЧР.llИЙ ()l!Р.рятора .9N (Л) llP. lljJHl!н.,l\ЛP.­
ЖИ'I' D (А 2 ). Рr.алн:нщия 11pP.J \JIOЖP.111101'0 11о;1хо;1а 1ютрРбn111\..11а 011нс:я.11ня об­
;1я.сти :шя.чr.11ий 011Рр11тора S,v (Л), докя.:1атР:11,с:т1ю ря. 111юмР.р1rой m·1ж11ичР11-
1юсти r.РмР.йст11а 0111-!раторов A,v : w~ ([-т, OJ, JR") --+ JliI и R (Л, А - DПN) : 
1Н1--+ W~ ([-т, О], 1R"), N ~ N11 , Л Ер (А). 
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IЗ 11flpi! ' 'pп.фf' З 5 pn.coн":·pr11 : ,1 : 1'1л'1 ч н ч11 (' .• 1е111ю1 ·п il <'J<·TP< Jt>llИ}{ ;;rтбш:­
же1111n с 1ю~ющ:,10 М<'Тl)Д(] \'C f)('ДJl}iJOi i lИX ar111pOK!:ll\1 ill!И:"! ДJ i 7. (Jj; '!' l1 M f!J: 1>11ыx 
с· 1·<1.б ; 1 ;1 н : н1рую :1 ~ нх .)'1 1 1ж11л~-1: 1! 11 в MO!(f'jl lt Лот к и- IЗол r,Tt!ppн. с 11tнн.:щы вn.1111-
РМ 11 MOj[f':111 фjJf''!f'\IOllH1111>i . 
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